CAPITULO 4

LIMITE E CONTINUIDADE DE
FUNCOES REAIS DE VARIAS
VARIAVEIS

4.1 Um Pouco de Topologia

Vamos agora nos preparar para definir limite de funcoes reais de varias variaveis reais.
Para isto, precisamos de alguns conceitos importantes. Em primeiro lugar, vamos
recordar que, dados dois vetores ¥ = (vq,v2,...,0,) € U = (uy,ug,...,u,) em R" a
distancia entre v e « é dada por

10 = al] = V(01 = un)? + (02 = u2)? + . + (0 — un)?,

onde a fungado || .|| : R* — R é chamada de norma. Observe ainda que,

181 = /o2 + 02 + . + 02 = VED,

Desta forma, uma bola aberta em R"™ de raio r com centro em Xy = (210, Tag, -+, Tno),
que denotaremos por B,.(Xj), é definida por

B (Xo) = {(21, 22, ..., 1) € R | (21 — 210)* + (22 — 20)” + .. + (& — no)? < 7%}

e, uma bola fechada em R™ de raio r com centro em Xo = (210, 20, ---, Tno), que deno-
taremos por B,(Xj), é definida por

B, (Xo) = {(x1, %9, ..., ) € R" [ (21 — 210)” + (22 — 220)” + oo + (20 — 20)? <72}

Na reta (R), temos que uma bola aberta de raio r com centro em xy é o conjunto
dos pontos no intervalo aberto (zg — r,zg +7) (r —20)? <r* & J(r —z)2 <r &
|z — x| < r) e que uma bola fechada de raio r com centro em xy é o conjunto dos
pontos no intervalo fechado [xg — r,zo + 7] ((z —20)* < r* & /(v —1)? < r &
|z — 29| < 7). No plano (R?), temos que uma bola aberta de raio 7 com centro em
(x0,Y0) € o conjunto dos pontos que estdo no interior da circunferéncia de raio r com
centro em (zg, o), cuja equacao é (z — z9)*> + (y — y9)* = r? e que uma bola fechada
de raio r com centro em (g, o) é o conjunto dos pontos que estao no interior da cir-
cunferéncia de raio r com centro em (g, yo), cuja equagao é (x —x¢)? + (y — yo)* = 12,

o8
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incluindo os pontos da prépria circunferéncia (z — x)? + (y — y0)* = r2. E, no espaco
(R3), temos que uma bola aberta de raio r com centro em (g, yo, 20) ¢ 0 conjunto dos
pontos que estao no interior da esfera de raio r com centro em (zg, Yo, 20), Cuja equacao
é (r —x0)> + (y — yo)> + (2 — 20)* = r? e que uma bola fechada de raio 7 com centro
em (g, Yo, 20) é 0 conjunto dos pontos que estao no interior da esfera de raio r com
centro em (Zo, Yo, 20), cuja equagao é (z — x9)* + (y — vo)* + (2 — 20)* = r?, incluindo
os pontos da prépria esfera (z — z0)% + (y — yo)? + (2 — 20)% = r2.

Vamos definir agora pontos interiores, conjuntos abertos, vizinhang¢a, pontos de acu-
mulagao, pontos de fronteira e conjuntos fechados.

DEFINICAO 4.1.1: (Ponto Interior) Dado um conjunto A C R nao-vazio, dize-
mos que Xo € A é um ponto interior de A se existe uma bola aberta com centro em
X inteiramente contida em A.

DEFINICAO 4.1.2: (Conjunto Aberto) Dado um conjunto A C R™ nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto aberto se todos os seus pontos sao pontos interiores.

Exemplo 4.1.1: Toda bola aberta B,.(Xy) = {(z1,22,....,2,) € R"| (2 — 219)* +
(T3 — 290)* + ... + (7, — Tp)? < r?} é um conjunto aberto em R™. Em particular,
a bola aberta B,(x¢) = (xg — 7,79 + ) é um conjunto aberto em R, a bola aberta
B, (xo,y0) = {(z,y) € R?| (x — x0)* + (y — yo)? < r*} é um conjunto aberto em R? e a
bola aberta B, (g, Yo, 20) = {(2,y,2) € R®| (x — x0)* + (y — yo) =2 +(2 — 20)? < r?} é
um conjunto aberto em R3.

Exemplo 4.1.2: O conjunto A = {(z,y) e R?|0 <z <1e0 <y <1} éum conjunto
aberto em R

DEFINICAO 4.1.3: (Vizinhanga) Uma vizinhanga de um ponto X, € R™ é um
conjunto aberto que contém Xj.

Exemplo 4.1.3: Toda bola aberta B,.(Xg) = {(z1, Z2, ..., 7,,) € R" | (21 — 210)? + (22 —
T90)% + ... + (2, — Tpo)? < 7?} é uma vizinhanca de X,.

DEFINICAO 4.1.4: (Ponto de Acumulagao) Dizemos que X, € R™ é um ponto
de acumulacao do conjunto A C R™ se toda bola aberta com centro em X, contém

pelo menos um ponto X € A, X # Xj.

Observe que um ponto de acumulacao de um dado conjunto nao necessariamente per-
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tence ao conjunto.

Exemplo 4.1.4: O conjunto dos pontos de acumulagao da bola aberta B;(0,0) =
{(x,y) € R*|(z,y) € 2% + y* < 1} é a bola fechada B;(0,0) = {(z,y) € R?|(z,y) €
2 +y* <1}

Exemplo 4.1.5: O conjunto dos pontos de acumulagao da bola fechada B;(0,0) =
{(x,y) € R*|(z,y) € 2?2 +y*> < 1} é a prépria bola fechada B;(0,0) = {(z,y) €
R?| (z,y) € 2* +y? < 1}.

Exemplo 4.1.6: O conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto A = R*\{(0,0)}
é todo o R?.

Exemplo 4.1.7: O conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto A = B;(0,0) U
{(2,0)} é o conjunto B;(0,0). Observe que o ponto (2,0) nao é ponto de acumulagao
do conjunto A, pois toda bola aberta com centro em (2,0) e raio menor do que 1, nao
possui pontos do conjunto A diferentes do ponto (2, 0).

Exemplo 4.1.8: O conjunto dos pontos de acumulagao do conjunto A = B;(0 ), 0)U

onde A = {(r,y) € R* | 1 < 2 < 2ey = 0} é o conjunto B,(0,0) U I, onde
I={(z,y) eR*|1<z<2ey=0}

Observagao 4.1.1: Se Xy € R" é um ponto de acumulacao do conjunto A, podemos
nos aproximar de Xy, o quanto quisermos, por uma sequéncia de pontos onde todos
os pontos desta sequéncia pertencem a A. Esta definicao serd necessaria para defi-
nir o conceito de limite de funcgoes de varias variaveis reais, pois a possibilidade de
aproximacao de um ponto em R™ é bem mais diversificada do que simplesmente se
aproximar pela direita ou pela esquerda, que eram os casos de aproximacao vistos em
Célculo 1, onde os dominios das fungoes eram intervalos na reta.

DEFINICAO 4.1.5: (Ponto de Fronteira e Fronteira) Dado um conjunto A C R”
nao-vazio, dizemos que Xy € R™ é um ponto de fronteira de A, se toda bola aberta
com centro em X possuir pelo menos um ponto que pertence a A e um ponto que nao
pertence a A. O conjunto dos pontos de fronteira de um conjunto A é chamado de
fronteira de A. A fronteira de A é denotada por 0A.

Observe que um ponto de fronteira X, de um dado conjunto A nao necessariamente
pertence ao conjunto A. Caso ele pertenga, pode acontecer que exista um raio rg, de
modo que o ponto do conjunto A que pertence as bolas abertas centradas no ponto de
fronteira Xy com raio menor do que ry seja apenas o proprio ponto de fronteira Xy (cf.
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Exemplo 4.1.11 abaixo).

Exemplo 4.1.9: A fronteira da bola aberta B;(0,0) = {(x,y) € R?|(z,y) € 2*+13* <
1} é a circunferéncia 22 + y* = 1.

Exemplo 4.1.10: A fronteira da bola fechada B;(0,0) = {(z,y) € R?|(z,y) €
22 + 3% < 1} é a circunferéncia z? + y? = 1.

Exemplo 4.1.11: A fronteira do conjunto A = R?\{(0,0)} ¢é o conjunto vazio.

Exemplo 4.1.12: A fronteira do conjunto B = B;(0,0) U {(2,0)} é a circunferéncia
2?2 +y? =1 e o ponto (2,0). Observe que qualquer bola aberta contendo (2,0) e que
nao intercepta circunferéncia x? + y? = 1, possui apenas um tnico ponto do conjunto
B, que é o préprio ponto (2,0).

Exemplo 4.1.13: A fronteira do conjunto A = B1(0,0) U I, onde A = {(z,y) €
R*|[1 <z <2ey=0}éoconjunto Cy UI, onde Cy = {(z,y) € R* | 2* +-y* = 1} e
I={(z,y) eR*| 1<z <2ey=0}

DEFINICAO 4.1.6: (Conjunto Fechado) Dado um conjunto A C R"™ nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto fechado se ele contém todos os seus pontos de fronteira.

Exemplo 4.1.14: Toda bola fechada B,.(Xy) = {(z1, 22, ...,7,) € R"|(z; — 710)* +
(13 — 90)* + ... + (7, — 20)* < r?} é um conjunto fechado em R™. Em particular,
a bola fechada B, (z¢) = [xg — 7,20 + 7] ¢ um conjunto fechado em R, a bola fechada
By (z0,90) = {(7,y) € R*| (x —20)* + (y — y0)* < r?} é um conjunto fechado em R? e a
bola fechada B, (o, %0, 20) = {(,y,2) € R®|(z — x0)* + (y — o) =2 +(2 — 20)* < r?}
¢ um conjunto fechado em R3.

Exemplo 4.1.15: O conjunto A = B;1(0,0) U {(2,0)} é um conjunto fechado.

Exemplo 4.1.16: O conjunto A = {(z,y) € R*|0 <z < 1e0 <y <1} é um
conjunto fechado em R2.

Vamos definir agora conjuntos limitados e conjuntos compactos.

DEFINICAO 4.1.7: (Conjunto Limitado) Dado um conjunto A C R™ nao-vazio,
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dizemos que A é um conjunto limitado, se existe M > 0, tal que A C R, onde R é o
“retangulo”em R", dado por

R={(xy,29,..c;mp) ER"| =M <y <M,—-M <z <M,...—M <z, <M}

Exemplo 4.1.17: Toda bola aberta e toda bola fechada em R™ de raio r e centro em
X sao conjuntos limitados em R".

Exemplo 4.1.18: O conjunto A = {(z,y) € R*|2? <y < 4} é um conjunto limitado
em R2.

Exemplo 4.1.19: O conjunto A = {(z,y) € R*|z >0 e y > 0} NAO é um conjunto
limitado em R2.

DEFINICAO 4.1.8: (Conjunto Compacto) Dado um conjunto A C R™ nao-vazio,
dizemos que A é um conjunto compacto se ele é fechado e limitado.

A definicao de conjuntos compactos dada acima é especifica para R".

Exemplo 4.1.20: Toda bola fechada, em R", de raio r e centro em X, é um conjunto
compacto em R".

Exemplo 4.1.21: O conjunto A = {(z,y) € R?|2? <y < 4} é um conjunto compacto
em R2.

Exemplo 4.1.22: O conjunto A = {(z,y) € R*|z >0 e y > 0} NAO é um conjunto
compacto em R2, pois, apesar de ser um conjunto fechado, ele ndo é um conjunto li-
mitado.

Terminadas as nocoes de topologia, vamos agora passar a definicao de limite de funcoes
reais de varias variaveis.

4.2 Limite

Conforme ja observado quando definimos limite de fungoes vetoriais de uma variavel
real, a esséncia deste conceito reside em uma andlise de distancias. Vamos portanto
enuncia-la mais uma vez, utilizando a funcao distancia.
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Definicao de limite de fungoes da reta na reta reescrito em termos da fungao
distancia: Seja f a funcao real f : Dom(f) C R — R. Suponha que f estd definida
em um intervalo aberto contendo o ponto zy (exceto, possivelmente, no préprio ponto
x = xp). Dizemos que f(z) tende a | € R, quando = tende a xq, cuja notagao é
lim f(z) =1, se, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,

T—IQ

0 <d(z,z9) <0=d(f(x),l) <e.

Tradugao: Dada uma funcao f : Dom(f) € R — R definida no intervalo aberto
I contendo xy (exceto possivelmente no préprio zg), dizemos que f possui limite [
quando z tente a xg se, dado uma distancia maxima que permitimos que f(x) se afaste
de [ (uma distancia ¢ dada), sempre é possivel encontrar uma outra distancia (uma
distancia §), tal que se x nao se afastar de zp uma distancia maior do que esta distancia
encontrada (a distancia ), o valor da fungao f, para pontos nesta vizinhanga limitada,
estard proximo de [ o quanto queremos (a distancia ¢ dada).

Observacao 4.2.1: Observe que o conceito de limite avalia o comportamento da
funcao nas proximidades do ponto xy. Isto é, é avaliado se, para pontos suficiente-
mente proximos de xg, o valor da funcao nestes pontos esta proximo de [ o quanto foi
especificado. Sendo assim, precisamos que qualquer que seja a vizinhanca que contém
Zp, tenhamos pelo menos um ponto do dominio nesta vizinhanca, para que possamos
avaliar se o valor da funcao neste ponto é préximo de [ o tanto que se deseja. Sem
garantias da existéncia de um ponto do dominio a distancias arbitrariamente proximas
de xp, o estudo do comportamento da funcao nestas vizinhancas nao faria sentido.
Vendo sob este aspecto, podemos observar que xy deve ser um ponto de acumulacao
do dominio de f para que a avaliacao do limite da funcao quando x tende a x, faca
sentido. Para fungoes de uma variavel real, definidas em intervalos, note que um ponto
T pertencente a um intervalo aberto I é trivialmente um ponto de acumulacao de 1.

Diante da observacao feita acima, vamos definir limite de fungoes reais de uma variavel
real utilizando o conceito de ponto de acumulacao. Note a elegancia.

Limite de fungoes reais de uma varidvel real: Seja f : Dom(f) C R — R
uma fungao real de uma variavel real e seja o um ponto de acumulagao de Dom(f).

Dizemos que f(x) tende a l, | € R, quando x tende a xy, cuja notagdo é lim f(z) =1,
T—T0

se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,
0<|z—x0| <d,x€ Dom(f)=|f(x)—1 <e.

Uma vez esclarecida a necessidade do ponto xg ser um ponto de acumulagao do dominio
da fungao para podermos definir limite de fungoes reais de n varidveis reais, falta ape-
nas adequar a parte referente a distancia entre pontos do dominio. Antes, em Céalculo
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1A, para fungoes de uma variavel real, a distancia entre pontos do dominio era dada
pelo médulo. Agora, a nocao de distancia entre pontos do dominio de funcoes de varias
variaveis reais utiliza a norma euclidiana de R™ (espago euclidiano n-dimensional).

DEFINICAO 4.2.1: (Limite) Seja f a funcio real de vérias variaveis f : Dom(f) C
R™ — R e seja Xy um ponto de acumulacao de Dom(f). Dizemos que f(X) tende a I,

l € R, quando X = (z1,xs, ..., x,) tende a Xy, cuja notagao é XhH)l( f(X) =1, se para
—A0

todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que,

0 < [|X =Xol| = V(21 — 210)% + ... + (2 — 200)2 < 6, X € Dom(f) = |f(X)—1| <e.

Desta forma, para a funcao real de duas variaveis

f @ Dom(f)CR* - R
(2,9) = flzy)’

temos que, lim  f(x,y) = se, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que,
(z,y)—(z0,y0)

0 <\ (z—20)2+ (y—v0)2 <9, (z,9) € Dom(f) = |f(z,y) — 1] <e.

, 52y
Exemplo 4.2.1: Mostre que lim ——— =
(2.y)=(0.0) T% + y?
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2

Solugao: Aplicando a definicao, temos que  lim %
(z,9)—=(0,0) T2 + Y

O<vr?+y?<d=

=0, se dado € > 0, existe

0 > 0 tal que,
52y
% 4+ y?

Observando que
52y
x? + y?

5;1;2 * $k
= — 5 [yl <5yl <5V 4y (1)

2 + y?

para € > 0 dado, basta fazer § = % De fato, se § = %, segue que

0<\/x2-|—y2<5:§:>5 2+ y? <e,

portanto, de (1), temos que

0<\/x2+y2<§:>

52y

—— | < £
x? + 92 ’

72 2y
224+ y2 T 22 42 o
e (xx) |y = Vy? < /2?2 +9y?). Abaixo temos um esbogo da grafico da fungao
5 2
flz,y) = % sob diferentes angulos, para facilitar a visualizacao.
re Ty

1

conforme desejado. Explicagoes das desigualdades: (x) 0 <

>
N

AN

2\
/’1“&\x \\\ il
i{g\\\\ \ \\

Vejamos agora as propriedades de limite. Cabe ressaltar que vimos todas as versoes
destas propriedades para funcoes da reta na reta em Célculo 1A.

TEOREMA 4.2.1: Seja f: Dom(f) CR"™ — R e seja Xy um ponto de acumulagao
de Dom/(f), entao
lim f(X)=[0l< lim f(X)—-[1=0.
X—Xo

X—Xo
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TEOREMA 4.2.2: Seja f: Dom(f) CR" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
de Dom/(f), entao

Jim f(X) =1 lim f(V +Xo) = L

TEOREMA 4.2.3: (Propriedades de Limite) Considere as fungoes f,g : D C
R™ — R, tais que limx_,x, f(X) = [, limx_,x, g(X) = p e seja k € R. Neste caso,
temos que

TEOREMA 4.2.4: Seja f: Dom(f) C R" — R e seja Xy um ponto de acumulagao
de Dom(f), entao

Observacao 4.2.1: Note que ¢ fundamental no Teorema 4.2.4 que o valor do limite
seja 0, pois caso contrario, é possivel ter limx ., x, | f(X)| = [ # 0, sem que sequer exista
limyx_,x, f(X). Por exemplo, para a funcao

- 1, sey <0
f<x7y>_{_1’ Sey>() )
temos que lim gz ) (0,0) [f(2,y)| = limg ) 5@e0l = 1, 20 € R, enquanto que nao

|
existe lim, ) (0,0 f (2, 7). Este exemplo é uma extensao do exemplo da funcao da reta
na reta,

- 1, sey <0
f(y)—{ -1, sey >0 "~

TEOREMA 4.2.5: Seja f : R" — R uma fun¢ao polinomial, entao limy_, x, f(X) =
f(Xo).
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Exemplo 4.2.2: Calcule lim 5z%y + 21°.
(z.y)—(1,0)

Solugao: Como a fungao f(z,y) = dz’y + xy* é polinomial, temos pelo Teorema 4.2.5
acima que

lim r,y) = lim 52y + xy?
(z,y)—(1,0) f< y) (z,y)—(1,0) Y Y
= f(1,0) =0.

TEOREMA 4.2.6: Seja f: Dom(f) C R — R uma fungao racional, e seja Xy um
ponto de Dom(f), entao limx_,x, f(X) = f(Xo).

) 52y
Exemplo 4.2.3: Calcule lim ———.
(@y)—(1.2) 22 + Y

52y
x? + 2
Dom(f) = R*\{(0,0)}. Portanto, o ponto (zg, o) = (1,2) € Dom(f). Desta forma,
pelo Teorema 4.2.6 acima, temos que

Solugao: Observe que o dominio da funcao racional f(z,y) = é dado por

52y
lim x, = im ——
(2.y)—(1,2) fz.y) (wy)—(1,2) 22 + 12
5.1%2.2
= 1,2) = —— =2

TEOREMA 4.2.7: (Teorema do Confronto (ou do Sanduiche)) Sejam f,g,h :
D C R* — R e seja Xy um ponto de acumulagao de D. Suponha que existe uma
vizinhanga V' (Xy) de X tal que f(X) < g(X) < h(X) para todo X € (V(Xo)\{Xo})N
D. Desta forma, se lim f(X)=1le lim h(X)=1[entdao, lim ¢(X) também existe
. X5Xo X5Xo X5Xo

lim g(X)=1.

X—)Xo

TEOREMA 4.2.8: (Teorema do Anulamento) Sejam f,g: D C R" — R e seja
X, um ponto de acumulacao de D. Se XliH)l( f(X) = 0 e existe uma vizinhanga V(X))
—X0

de Xy tal que g ¢é limitada em V(Xy) N D, entao XhIT)l( f(X)g(X) também existe e
—X0

lim f(X)g(X)=0.

X*)XO
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5 2
Exemplo 4.2.4: Calcule, caso exista, lim &.
(@.y)—(0,0) 22 + y?

2

Solugao: Observe que a fungdo g(z,y) = % ¢ limitada, uma vez que
Z )
2 2, .2
0 x;iy? < izi; 1. Além disso, a funcao f(x,y) = by é tal que
lim f(z,y)= lim 5y =0. Portanto, estamos diante do limite do produto
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

de duas funcoes que satisfazem as condi¢oes do Teorema do Anulamento. Sendo assim,
segue que

5 2 2
lim % = lim by. % = 0.
(z,y)—(0,0) 27 +y (z,y)—(0,0) r°+y

(Esta funcao é a mesma do Exemplo 4.2.1.)

. . 23— ay?
Exemplo 4.2.5: Calcule, caso exista, lim ————.
(@y)—(00) T* + y?

2 _ 2
Solugao: Observe que a fungao g(z,y) = x2 T ¢é limitada, uma vez que
Z )
2 _ 2 2, .2
<5 < S =)
.I’Q + y2 ZL‘Q + y2

((*)Lembre-se que |la| — [b]] < |a —b] < |a| 4 |b],Va,b € R.) Além disso, a fungao

f(z,y) = x é tal que lim f(z,y)= lim x=0. Portanto, estamos diante
(z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)

do limite do produto de duas funcoes que satisfazem as condicoes do Teorema do

Anulamento. Sendo assim, segue que

23 — ay? . 22 — g2

lim ——— m x.——=0.
(@y)—(0,0) 22+ y? (@y)—00) 22+ y?

23 — xy?

Abaixo temos um esbogo da gréfico da fungao f(z,y) = P
=Ty
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TEOREMA 4.2.9: Sejam g : Dom(g) C R" — Re f: Dom(f) C R — R tais
que Im(g) € Dom(f). Seja Xy um ponto de acumulacdo de Dom(g). Suponha que
limx_x,9(X) = a e que a é um ponto de acumulagdo de Dom(f). Se f nao esta
definida em a ou se f é continua em a, entao

lim f(g(X)) = lim f(u).

X—Xo u—a

Observagao 4.2.2: Utilizamos a versao deste teorema dada em Calculo 1A (neste
sen (tan(x))

caso, g : Dom(g) C R — R) para calcular limites do tipo lir% : . Neste caso,
T an x
sen u sen u
g(x) =tanz, f(u)= ——, 20 =0, a = lin%g(:c) = lin%tana: =0e f(u)= nao
u T—r T—r
estd definida em a = 0, de modo que
sen (tan(x)) senu

lim f(g(X)) = lim = lim f(u) = lim

T—T0 z—0 tan x u—a u—0 U

=1.

existe.

1 - -2
Exemplo 4.2.6: Verifique se  lim C203(a:y . z)
o= 22(y —2)

Solugao: Neste caso, observe que desejamos saber limy_,x, f(g(X)), onde g(z,y) =
1 —cosu

-2 = ——— Xo = (1,2 = i = li —-2)=0
I‘(y )7 .f(u) u2 ’ 0 ( ) )7 a (@y)lE)rél,Z)g(x’y) xli%x(y ) S
1—
flu) = ﬂ nao esta definida em a = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.9, temos que
u
, L 1 —cos(xy —2w) . l—cosu 1
Xh—>n)l(o J9(X) = (x,yl)lgb,z) 2(y—2)2 il_rgf(u) - }LI—)H-é w22

Observe que também podemos aplicar este mesmo raciocinio para determinar

1 — cos(xy — 2x) 1 — cos(zy — 27)

lim lim
@y (w02 22 (y —2)? @y —0g0)  22(y —2)?
Desta forma, também obtemos que
1 —cos(zy —2x) 1 1 — cos(zy — 27)

lim = - = lim
(@y)—(x02)  x2(y — 2)? 2 (@y)—0y)  x%(y—2)?
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Abaixo temos um esboco do gréfico de f sob diferentes angulos para facilitar a visu-
1 — cos(xy — 2x)
w2y —2)°
Dom(f) = {(x,y) € R* | z # 0 e y # 2}, de modo que os pontos correspondentes as

duas retas x = 0 e y = 2, encontram-se tracejados.

alizagao. Observe que o dominio da fungao f(z,y) = é dado por

Observacao 4.2.3: Caso f esteja definida em a e nao seja continua neste ponto,

as fungoes reais de varidveis reais abaixo servem para exemplificar (conforme visto

em Calculo 1A) que a igualdade Xlirr)l( f(g(X)) = lim f(u) pode falhar. Considere as
— X0 u—a

u+1l, u#1l

5, u=1

serve que lir% g(x) = lirré 1 =1, de modo que a = 1. Além disso, temos que lirr% flu) =2
Tr—r xT u—r

—
mas, lim f(g(z)) = lim 5 = 5 # 2 = lim f(u).

fungoes f(u) = e g(x) =1 para todo x real. Escolhendo xy = 3, ob-

Observacgao 4.2.4: Sabendo que limy_, x, g(X) = a, se existir uma vizinhanga V(X))
de X, tal que g(X) # a para todo X € V(Xy) N Dom(g), limx_,x, g(X) = a, a igual-
dade limx_, x, f(g(X)) = lim,_,, f(u) do Teorema 4.2.9 também ird valer, independente
do comportamento de f em a. Reformulando o enunciado do Teorema 4.2.9 para in-
cluir este caso, ficamos com o seguinte enunciado: “Sejam g : Dom(g) C R" — R e
f:Dom(f) CR — R tais que Im(g) € Dom(f). Seja Xy um ponto de acumulagao
de Dom(g). Suponha que limx_,x, g(X) = a e que a é um ponto de acumulagio de
Dom(f). Se f nao estd definida em a ou se f € continua em a ou ainda se existe uma
vizinhanga V(Xo) de Xg tal que g(X) # a para todo X € (V(Xo)\{Xo}) N Dom(g),
entdo limx_,x, f(g(X)) = lim,_,, f(u).”

Observe que, pelo o Teorema 4.2.9 acima, se limyx_,y, g(X) = a e f é uma funcao
continua em a, entao,

i 7(9(X) = i F(0) = f(a) = £ (Jimy 9(X)).

X—Xo u—a X—Xo

Em outras palavras, temos que se f é uma funcao continua, podemos “passar o limite
para dentro”, de modo que: “o limite da f é igual a f do limite”. Pela importancia
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deste resultado, que é a propria caracterizacao de funcoes continuas, vamos enuncia-lo
abaixo.

COROLARIO 4.2.1: Sejam ¢ : Dom(g) CR" — R e f : Dom(f) € R — R tais
que Im(g) € Dom(f). Seja Xy um ponto de acumulacao de Dom(g) e suponha que
limx_,x, 9(X) = a. Se a é um ponto de acumulagdo de Dom(f) e f é continua em a,
entao

i 7(600) =/ (Jin o))

X—Xo X—Xo

Agora vamos ver um teorema que ¢ de grande utilidade para demonstrar que uma dada
fungao NAO possui limite.

TEOREMA 4.2.10: Seja f: Dom(f) CR"™ — R e seja Xy um ponto de acumulagao

de Dom(f). Suponha que XhIT)l( f(X) =1. Considere agora a curva C' parametrizada
—X0

pela funcao continua v : [a, b] — R™, tal que y(tg) = Xo, to € [a,b]. Suponha que, para

todo t # to, tem-se que y(t) # Xo, e que, v(t) € Dom(f), Vt € [a,b], t # to. Neste

caso, segue que

lim f(y(t)) =1,

t—to

ou um limite lateral apropriado.

Observe que se for possivel encontrar uma curva C; C Dom(f)U{ Xy}, parametrizada
pela fungao v;, e uma curva Co C Dom(f) U {Xo}, parametrizada pela fungao ~,, de

modo que v (ug) = Xo = 72(vo) e tal que lim f(y1(u)) # lim f(y2(v)) (ou um limi-
U—UQ v—U0

te lateral apropriado), podemos concluir pelo Teorema 4.2.10 acima, que NAO existe

lim f(X).

X%XQ

Faga um paralelo entre o teorema acima e o teorema que estudamos em Célculo 1A:

lim f(z)=L & lim+f(x) =L = lim f(z).

T—T0 T—x] Ty

1’2 2

existe.

Exemplo 4.2.7: Verifique se  lim
P b (2.y)—(0,0) 22 + y?

22—y
Solugao: Considere f(z,y) = —F—.
T +y
apresentando dois caminhos distintos de aproximacao a origem, tais que o limite ao
longo destes caminhos nao sao iguais. Para isto, considere a curva ) parametrizada

por 71(t) = (£,0), t > 0 e a curva Cy parametrizada por 7»(t) = (0,t), ¢ > 0. Desta

Vamos mostrar que o limite acima nao existe
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2 2

x
forma, calculando separadamente,  lim 273;2 ao longo das curvas C e (5, temos
(z,y)—(0,0) = + Y

que
2 2 2
: 7=y : . t7=0 .
1 — =] t)) = lim —— = lim 1 =1,
oy gy oS (nl0) = lim e =
ao longo de Cy
e
li lim f(y2(t)) = i - lim —1 = —1
11 = 11m = l1m = lim —1 = —
(2,9)—(0,0) t—0+ "2 t—0+ 0+ 12 >0+

ao longo de C

Como os limites ao longo de dois caminhos diferentes de aproximacao a origem sao
2 _ 2
=y

distintos, temos que nao existe  lim - Abaixo temos um esbogo da gréfico
(,9)—(0,0) T + Y

2 _

x
da funcao f(z,y) = sob diferentes angulos, para evidenciar os caminhos de

x? 4+ y?
aproximagao C; e (.

\\\\\\\\§\§§§\\\
)
. \\\\\\}\\\\\\\\\
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L

\
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i

i llll\\lﬂl\'“\\\i Il
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Exemplo 4.2.8: Abaixo encontram-se esbocadas as curvas de nivel da funcao f :
Dom(f) C R*> - R, onde Dom(f) = {(x,y) € R* |z # 1}. Curvas de cores e estilos
diferentes sao referentes a diferentes niveis. Com base nestas informagoes, verifique se

lim x,y) existe. Justifique.
(x,y)—>(1,0)f( y) q
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Solugao: Vamos supor que a semi-reta vermelha e com traco ininterrupto acima do
eixo x é parte do conjunto de nivel de f correspondente ao nivel k; e vamos chamar
a uniao do ponto (1,0) com esta semi-reta vermelha de C;. Da mesma forma, Vamos
supor que a semi-reta verde e com traco ininterrupto acima do eixo x é parte do
conjunto de nivel de f correspondente ao nivel ky e vamos chamar a uniao do ponto
(1,0) com esta semi-reta verde de Cy. Conforme dito no enunciado, curvas de cores e
estilos diferentes sao referentes a diferentes niveis, de modo que k; e ko sao distintos.
Além disso, de acordo com a definigdo de curva de nivel, temos que se (z,y) # (1,0) e
(x,y) € Ci,i = 1,2, entao f(z,y) = k;,i = 1,2. Portanto, calculando separadamente
lim  f(x,y) ao longo das curvas C; e Csy, temos que

(z,y)—(1,0)
lim  f(r,y)= lm  k =k,
(z,y)—(1,0) (z,y)—(1,0)
ao longo de C1 ao longo de C1
e
lim  f(r,y)= lm ke = ko.
(z,y)—(1,0) (z,y)—(1,0)
ao longo de Ca ao longo de Ca

Sendo assim, temos que lim f(z,y) ndo existe pois, encontramos caminhos
(z,y)—(1,0)
diferentes de aproximagao a origem (partes de curvas de niveis correspondentes a

diferentes niveis,) ao longo dos quais os valores dos limites sao distintos.

Observacao 4.2.5: Conforme verificado no exemplo anterior, se estivermos analisando

( )lir(n : f(z,y) e soubermos que partes de diferentes curvas de nivel da fungao f
z,Yy)—>(Z0,Y0

“desembocam” em (g, o), isto nos informa que o limite mencionado nao existe, pois
cada parte C; de uma curva de nivel correspondente ao nivel k;, fornece um caminho de
aproximagao ao ponto (xg, %), ao longo do qual o limite vale k;. A fungao do exemplo

anterior é a funcao f(z,y) = p— do Exemplo 3.3.1c. Os conjuntos de nivel k; de f
a’/‘ —

sdo as semi-retas y = k;(z — 1), x # 1. Por exemplo, para k; = 1, temos as semi-retas
y=x—1lL,x>1ley=x—1, 2 <1, ja para ks = 2, temos as semi-retas y = 2x — 2,
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x>1ey=2r—2 x<1. Desta forma, chamando de C a uniao do ponto (1,0) com
a parte do conjunto de nivel de f correspondente ao nivel k; = 1 que estd acima do
eixo z (Cy : y = x — 1, > 1) parametrizada por v (t) = (t,t —1),t > 1, e de Cy a
unido do ponto (1,0) com parte a parte do conjunto de nivel de f correspondente ao
nivel ke = 2 (Cy : y = 22 — 2, © > 1) parametrizada por v, (t) = (¢,2t — 2),t > 1, e

calculando separadamente  lim
(z,y)—(1,0) T —

ao longo das curvas C] e Cy, temos que

t—1

lim =1 t)) = lim —— = lim 1 =1
@w—-10 T —1 tfﬂ fn() ti‘fk t — tfﬂ ’
ao longo de Cy
€
2% — 2

lim = lim o(t)) = lim
(@y)—1,0 T — 1 t—1+ f(’}/ ( )) t—1+ t—1 t—1+
ao longo de Ca

Realmente, conforme dito, os limites ao longo das partes das diferentes curvas de nivel
ki, v = 1,2, fornecem limites distintos e iguais a k;, 1 = 1, 2, respectivamente. Portanto,
o limite de fato nao existe.

Exemplo 4.2.9: Use curvas de nivel para verificar que  lim nao existe.

(z,y)=(0,0) T + Y

Solugao: No Exemplo 3.11.2, determinamos as curvas de nivel desta fun¢ao. Algumas
curvas de nivel de f encontram-se esbogadas abaixo, onde cores diferentes correspondem
a niveis diferentes. Observe, na figura abaixo,construida no Exemplo 3.11.2, que temos
partes de curvas de nivel diferentes “desembocando” na origem.

\ | 4 ‘

/

Escolhendo ky = 1 e ky = 2, temos que o conjunto de nivel de f correspondente a ki é
x

dado por y = o peome # 0 e x # 1 e o conjunto de nivel de f correspondente a
l‘ —

2
’ ,comx #0ex#2.
T —2

Vamos chamar de C; a uniao do ponto (0,0) com a parte da curva de nivel k; = 1, cuja
parametrizacao ¢ v1(t) = (t,t/(t — 1)), 0 <t < 1/2, e de C5 a unido do ponto (0,0)
com a parte da curva de nivel k; = 2, cuja parametrizacao é v(t) = (t,2t/(t — 2)),

ko € dado por que y =

0 <t <1 e calcular separadamente  lim
(z,9)—(0,0) T + Y

ao longo das curvas C' e Cy. Desta
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forma, temos que

t 12
tt 1 t—1
Ii i =lim ———=1lm —— =1liml=1
ol ety A fOe() = lim e = i e = i =
ao longo de Cy t+ —— R
t—1 t—1
(§]
ot 2t2
tt 2 t—2
li li = lim —4—% = lim ——% = lim 2= 2.
oA ety A fOe®) = lim — e = lim oy = i
ao longo de Cy t+ m t72

Realmente, conforme dito, os limites ao longo de partes de curvas de nivel relativas

a niveis diferentes fornecem limites distintos, de modo que  lim nao existe.

(.9)—=(0,0) T + Y
Abaixo temos um esboco do gréfico de f com os dois caminhos de aproximagao ilus-

trados.

Observagao 4.2.6: No exemplo acima (Exemplo 4.2.9) observe que ao longo de qual-
= 0. De fato, considere C,,

quer reta que contém a origem, temos que  lim
(z.y)—=(0,0) T + Y

a curva dadas na forma paramétrica por v,,(t) = (t,mt), t € R. Neste caso, temos que

mt? mt
lim = lim f(7(t)) = lim =lim—— =0
(lz,yH(;,mC T4y t—0 t—0t + mt t—=01+m
ao OngO € m

Esta observagao sobre este exemplo ilustra o fato de que nao basta termos a informacgao
de que ao longo de infinitos caminhos de aproximagao do ponto X, o limite existe e
vale [ para concluir que o limite da funcao quando X tende a X existe e vale [. Basta
que exista um unico caminho de aproximacao do ponto Xy, ao longo do qual o limite
nao existe ou nao vale [, para que o limite da funcao quando X tende a X, nao exista.
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4.3 Continuidade

DEFINICAO 4.3.1: (Continuidade) Seja f : Dom(f) € R" — R e seja X, €
Dom(f) um ponto de acumulagao de Dom(f). Dizemos que f é continua em X, se
dn fX) = f(Xo).

Exemplo 4.3.1: Verifique se

52y
Y ) Oa 0
g(x,y) = 2% +y? (#:9) #(0,0)
0; (z,y) = (0,0)
¢ continua em (0,0).
52y

Solucao: Vimos no Exemplo 4.2.4 que = 0. Portanto, temos que g

m
(@)= (00) 7% + y?
é continua em (0,0), uma vez que

(z,y)—>(0,0) g ’y o (z,y)—>(0,0) 1;2 + y2 - - g ) .

Abaixo temos um esbogo do gréafico de g, observe que o “furo”na origem que existia
5 2
referente ao esbogo do grafico da funcao f(z,y) = % (Exemplos 4.2.1 e 4.2.4), foi
x? +y

“tapado”.

\
N

R
\\\\\:\g

\:

Exemplo 4.3.2: Verifique se

glx,y) = 22 +y2’
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é continua em (0, 0).

3 2

Solugao: Vimos no Exemplo 4.2.5 que  lim i - 0. Portanto, temos que g
(@)= (0,0) 7%+ y?

nao ¢ continua em (0,0), uma vez que

I (z,) im0 252 g0,0)
im ry) = im ——Z = = ¢(0,0).
@00 Y () 00) 2%+ y? g

Abaixo temos um esboco do grafico da funcao g.

7
V)

1

¢ continua em (0, 0).

2 2

Solugao: Vimos no Exemplo 4.2.7 que  lim % nao existe. Portanto, f nao
(z,y)—(0,0) T° + Y

¢ continua em (0, 0).

@
Exemplo 4.3.4: Verifique se
Ty
BCETCE x,y OaO
fla) = e V700
0; (z,y) = (0,0)
¢ continua em (0, 0).
Solugao: Como  lim : flx,y)= lim L A P parece se encaixar em ne-

(2,9)=(0,0 (2.9)=(0,0) 2% + y?
nhum dos teoremas vistos anteriormente (trata-se apenas de uma funcao limitada so-

. . . x ~ . .
zinha), vamos partir para tentar mostrar que  lim — 5 hao existe. Para isto,
(z,y)—=(0,0) T2 + Y
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vamos escolher dois caminhos de aproximacao a origem diferentes e mostrar que ao
longo destes caminhos os limites nao sao iguais. Considere entao a curva () para-
metrizada pela fungdo v1(t) = (¢,0), t > 0 e a curva Cy parametrizada pela funcao

x

Y2(t) = (t,t), t > 0. Desta forma, calculando separadamente  lim a0 longo
(z9)=(0,0) 2° + 1

das curvas C] e (5, temos que

LY

lim —~2 — = lim t)) = lim —— = lim 0 =
@00 2+ y2 =0t fon(®)) t>0+t t24+0 0t ’
ao longo de Cy
e
. Y . ot 11
lim ——— = lim t) = lim —— = lim — = -
@n—00 X2+ y? -0+ F0a(®)) t—>0+ 12+ 12 150+ 2

ao longo de Co

Sendo assim, como os limites ao longo de dois caminhos diferentes de aproximacao a
x
origem sao distintos, temos que  lim 27y nao existe. Portanto, f nao é continua
(2,9)=(0,0) T + Y

em (0,0), uma vez que

. . xry

lim r,y)= lim ——— =A.

(z.49)~(0,0) (@) (2.9)(00) 2% + y° A

LY

Abaixo temos um esbogo da gréfico da fungao f(z,y) = i sob diferentes angulos,
x

2

para evidenciar os caminhos de aproximacao C; e Cy. Além disto, vamos incluir um
novo caminho de aproximacao, ao longo da curva C5, que é interessante em matéria de
visualizacao. Considere portanto a curva C3 parametrizada pela funcao y3(t) = (¢, —t),

t > 0. Desta forma, calculando  lim L longo da curva Cj3, temos que
(2.9)=(00) 2% + y?
, Ty _ , —t2 , 1 1
1 —— =1 t)) = lim —— = lim —— = — =,
oo, Zrgr e TP = e = A e =

ao longo de C3

=

Yy
7 il

-
P
4

o 4 f
7 Vil e
//////////,////«/// /// i TN L
y ////// /////// N AN
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Exemplo 4.3.5: Verifique se
2xy

— (x, 0,0
fo) = d ST (z,y) # (0,0)
0; (z,y) = (0,0)
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é continua em (0, 0).

Solugao: Observe que a funcao g(x,y) = \/% ¢é limitada, uma vez que
e+ Yy
/02 2 2, .2
Y _ Y o +y 1

)

0<|—2L | = - < -
VR 2| Va2 22 +y? x? +y?

de modo que
Y

1< —<1.
/I’Z + y2
Além disso, a funcao f(z,y) = 2x é tal que lim f(z,y)= lim 2z =0. Por-
(2,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)

tanto, estamos diante do limite do produto de duas funcoes que satisfazem as condigoes
do Teorema do Anulamento. Sendo assim, segue que

lim  f(z,y)= i 22y lim 2 Y 0
im r,y)= lim —— = im 2r. ———=0.
(z,y)—(0,0) Y (@.9)=(0,0) /22 + y? (2,5)—(0,0) Va2 +y?
Portanto, temos que f é continua em (0,0), uma vez que

i fey) = tm 2 o= f(0,0)

im x, = im ———=0= ,0).

(z,y)—(0,0) Y (z.9)=(0,0) /22 + y?
@
, ) < 2xy :

Abaixo temos um esbogo da grafico da fungdo f(z,y) = ———=—= sob diferen-

tes angulos.

////;4,

i
0

/////Ill[//// //'77’,,;,7,,,,

i

Wl
”’I’III’””"IIIII””',',”"I:Z:,? ‘ S N

i Hne

A

Vejamos agora as propriedades de continuidade.

TEOREMA 4.3.1: Sejak € Resejam f,g: D C R" — R, fungoes continuas em Xj.
Neste caso, temos que
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a) As fungoes kf, f £ g, fg também sao continuas em Xj;

b) Se g(Xo) # 0, entdo a funcao = também é continua em Xj.

Seja f : Dom(f) CR™ — Reseja B C Dom(f) um conjunto de pontos de acumulacao
de Dom(f). Dizemos entao que f é continua em B, se f é continua em todos os pontos
de B.

TEOREMA 4.3.2: As funcoes polinomiais em R" sdo continuas em R".
TEOREMA 4.3.3: As fungoes racionais em R"™ sao continuas em seus dominios.

Exemplo 4.3.6: Considere a funcao

~Jx+2y; (x,y) #(0,0)
f&u = {1; (r,5) = (0,0)°

Determine os pontos onde f é continua.

Solugao: Observe que no aberto R?\{(0,0)}, temos que f(z,y) = x + 2y que, por
ser polinomial, é continua (Teorema 4.3.2). Portanto temos que f é continua em
R?*\{(0,0)}. Resta entao analisar se f é continua na origem. Neste caso, temos que
lim r,y)= lim x+2y=0+#1= f(0,0),
($7y)—>(0,0)f( v) (z,y)—(0,0) Y 7 #0,0
de modo que f nao é continua na origem. Abaixo temos um esboco do grafico da
funcao f.

Exemplo 4.3.7: Considere a funcao

2

Y
—=4+2; z>20ey>0
fla,y) = -
2; no restante
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Esboce o grafico de f determine os pontos onde f é continua.

Solucao:

Pelo grafico esbocado acima, podemos ver que f é continua em todo plano, exceto no
semi-eixo y positivo, i.e. no conjunto da forma {(z,y) € R* | x = 0,y > 0}. (Observe

que f também é continua na origem.) De fato, dividindo em casos, temos que:

Caso 1: se kg > 0 e yo > 0, entao f(zo,yo) = —% + 2, de modo que f é continua por

ser polinomial.
Caso 2: se g < 0 ouyy < 0, f(xo,yo) = 2, de modo que f é continua por ser constante.
Caso 3: se yo =0 e xg > 0, f também é continua, pois

lim f(z,y)= lim —g+2:2:f(:1:0,0)
()~ (20,0) (z.y)—(20.0) 2
y>0 y>0

lim f(r,y)= lim 2=2= f(x,0).
(z,y)—(0,0) (@,9)—(20,0)
y<0 y<0

Caso 4: se (z0,10) = (0,0), f também é continua, pois lim g 40,0y f(2,y) = f(0,0) =
2. De fato,

lim f(x,y)= lim S )
(2,9)=(0.0) (2,9)=(0,0)
r>0,y20 r2>0,y20

lim f(z,y)= lim 2=2.
(2,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)
no resto no resto

Caso 5: se 79 = 0 e yp > 0, f ¢ descontinua, pois Alim g )04 f(,y). De fato,

lim f(z,y)= lim AN, N 2(onde yo > 0)
(2,9)=(0,90) (2,9)~>(0,0)
>0 >0
e
lim f(zr,y)= lim 2=2,

(z,y)—(0,50) (z,y)—(0,0,0)
< <0
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Q©

Como consequéncia do Corolario 4.2.2 da segao anterior, temos que a composta de
fungoes continuas também é uma funcao continua. Confira o corolario a seguir.

COROLARIO 4.3.1: Sejam ¢ : Dom(g) CR* — Re f: Dom(f) € R — R tais
que Im(g) € Dom(f). Seja Xy um ponto de acumulacdo de Dom(g) e seja g(Xy) um
ponto de acumulagao de Dom(f). Se g é continua em Xg e f é continua em g(Xj),
entao f o g também é continua em Xj.

Exemplo 4.3.8: Verifique se a funcao h(z,y) = sen (z? + y?) é continua em R?.

Solugao: Observe que h(z,y) = sen (2% + y?), é a composta das fungoes f(t) = sent
e g(z,y) = 2>+ 9% ie h(zr,y) = f(g(z,y)). Como a funcio g é trivialmente continua
em todo o plano, pois é uma fungao polinomial (Teorema 4.3.2), e a funcao f também
¢ uma funcao continua em toda reta, pelo Coroléario 4.3.1, temos que h é continua em
todo R?.

Exemplo 4.3.9: Verifique se a fungao h(x,y) = e é continua em R2.

Solugao: Observe que h(x,y) = €™V, é a composta das funcoes ft)=¢e"eglx,y) =
2%y, i.e. h(z,y) = f(g9(z,y)). Como a fungao g é trivialmente continua em todo
o plano, pois é uma func¢ao polinomial (Teorema 4.3.2), e a fun¢ao f também é uma
funcao continua em toda reta, pelo Corolario 4.3.1, temos que h ¢ continua em todo R2.

| l““

fih

\\ 1.,

]
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Exemplo 4.3.10: Considere a funcao
rT+y
——— (z,9) #(0,0)
fla,y) = q V22 +y? :

0; (z,y) = (0,0)

Determine os pontos onde f é continua.
3 ) T4y .
Solugao: Observe que se (z,y) € R*\{(0,0)}, temos que f(x,y) = — =, que ¢ o
e+ vy

quociente das fungoes p(z,y) =z +y e q(z,y) = /2% + y2. A fungao p é trivialmente
continua em todo o plano, pois é uma func¢ao polinomial (Teorema 4.3.2) e a funcao
q é a composta da funcio fi(t) = /1, que é uma funcio continua em seu dominio
(Dom(f,) = [0,00)), com a funcido g(x,y) = x* + y?, que é também trivialmente
continua em todo o plano, pois é uma fungdo polinomial (Teorema 4.3.2). Como
¢ nao se anula em R?\{(0,0)}, temos pelo Teorema 4.3.1b que f ¢ continua para
todo (z,y) € R*\{(0,0)}, pois f é o quociente de duas fungoes continuas, onde a
funcao do denominador nao se anula. Vamos agora analisar se f é continua na origem.

Como aparentemente  lim  f(z,y) = lim +Y

T
(z,y)—(0,0) (2,)=(0,0) /22 4 12

nenhum dos teoremas vistos anteriormente (trata-se apenas de uma fungao limitada

. . . +
sozinha), vamos partir para tentar mostrar que  lim Y

x
(,y)—(0,0) \/IL‘Q + y?

isto, vamos escolher dois caminhos diferentes de aproximacao a origem e mostrar que
ao longo destes caminhos os limites nao sao iguais. Considere portanto a curva C

parametrizada pela funcao 1 (t) = (¢,0), t > 0 e a curva Cy parametrizada pela fungao

Y2(t) = (t,t), t < 0. Desta forma, calculando separadamente  lim _rEY a0

(z.y)=(0,0) /22 4 y?

nao parece se encaixar em

nao existe. Para

longo das curvas C; e Cy, temos que

t
lim Y i f(1(t) = lim — = lim - = lim 1 =1,

@n=00 /32 4 y2 =0t t—0+ /12 t=0+ T t0+

ao longo de C

. r+y ~ lim f(7(t)) . 2t ’ 2t . 2t
im —_— im = lim —— = lim
(@.9)—(0,0) \/m t—0+ 7 t—0+ \/m t—0+ \/ﬁ Ho+ \/_|t|

ao longo de Ca
Hngi \/_t HH(])% \/_ \/_

Desta forma, como os limites ao longo de dois caminhos diferentes sao distintos, temos

. r + - . - .
que lim Ty nao existe. Portanto, f nao é continua em (0,0), uma vez que

(2,1)=(0,0) /22 4 92
Tty

lim r,y)= lim —=—=
(x,y)—>(070)f( v)= (2.y)=(0,0) /22 4 92 A
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x
Ty2 sob diferentes angulos,
x

Abaixo temos um esboco da grafico da fungao f(x,y) =
para evidenciar os caminhos de aproximacao C; e Cy. Além disto, vamos incluir dois
novos caminhos de aproximacao, ao longo das curvas C3 e Cy, que sao interessantes
em matéria de visualizacao. Considere portanto a curva C'3 parametrizada pela fungao

v3(t) = (¢,0), t < 0 e a curva Cy parametrizada pela fungao ,(t) = (¢,t), t < 0.

Desta forma, calculando separadamente  lim +Y

T
(2.y)=(0,0) /22 4 92

ao longo das curvas C5 e

C,, temos que

t
lim Y im f(ys(t) = lim —= = lim = = lim —1 = —1,

t
@u)=©0.0 (/32 4 y2 =07 t—0~ /12  t—0— —t  t—0—

ao longo de Cs

. r+y lim f(ya(t) . 2t . 2t . 2t
1m —— — 1INl = 11m —— = 111 — = 11m —
(9)=0,0) o\ /x? 4+ y2 t—0— T t—0~ /12 + 12 t—0~ /2 t—0— \/§|t|

ao longo de Cy

2
— lim —— = lim —V2 = —V2.
t—0— —\/Et t—0—

.
4

Y
//////////
2 4

I
NN
S

AW
=

Exemplo 4.3.11: Considere a fungao

2

flw,y) = % (z.9) # (0,0).

0; (z,y) = (0,0)

Determine os pontos onde f é continua.

l‘2

Solugao: Observe que se (z,y) € R?\{(0,0)}, temos que f(z,y) = ﬁyzv que é uma
=Ty
funcao racional, cujo denominador nao se anula neste conjunto. Desta forma, pelo
Teorema 4.3.3, temos que f é continua para todo (z,y) € R*\{(0,0)}. Vamos agora
2

x
analisar se f é continua na origem. Observe que a funcdo g(z,y) = o ¢ limitada,
Ty

72 22+ y?
fL’2 +y2 - fL’2 +y2
lim h(x,y)= lim y = 0. Portanto, estamos diante do limite do produto de
(2,y)—(0,0) (2,y)—(0,0)
duas fungoes que satisfazem as condigoes do Teorema do Anulamento. Sendo assim,

uma vez que 0 <

= 1. Além disso, a fungao h(z,y) = y é tal que
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segue que

z%y s
lim —— = lim . ——— = 0= f(0,0).
(z,y)—(0,0) 22 + 2 (z,y)—(0,0) Y r? + y? #10.0)

Concluimos assim que f também é continua na origem, sendo portanto continua em
todo R2.

Exemplo 4.3.12: Considere a fungao

.T}3

flay) = 2+ 9 Y :
0; (z,y) = (0,0)

Determine os pontos onde f é continua.

3

Solugao: Observe que se (z,y) € R*\{(0,0)}, temos que f(z,y) = 5, que é

2?2 +y

uma fungao racional cujo denominador nao se anula neste conjunto. Desta forma, pelo

Teorema 4.3.3, temos que f é continua para todo (z,y) € R?\{(0,0)}. Vamos agora
2

x

analisar se f é continua na origem. Observe que a funcdo g(z,y) = R ¢ limitada,

z Y

72 22 4y

1‘2 +y2 - ZL‘2 +y2
lim A(z,y)= lim x=0. Portanto, estamos diante do limite do produto de

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

duas funcgoes que satisfazem as condig¢oes do Teorema do Anulamento. Sendo assim,

segue que

uma vez que 0 < = 1. Além disso, a fungao h(z,y) = = é tal que

3 x?
lim ———0p = lim z.—5——=0=f(0,0).
(zy)—(0,0) 22 +y (@y)—=00) 2%+ y?
Concluimos assim que f também é continua na origem, sendo portanto continua em
todo R%. Abaixo temos um esboco do grafico de f sob diferentes angulos.
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@
Exemplo 4.3.13: Considere a funcgao
2
Ty
NCEWE xz, 070
flz,y) = =° +y* ®3) # 0,0
0; (z,y) = (0,0)
Determine os pontos onde f é continua.
- x1y?
Solugao: Observe que se (z,y) € R?\{(0,0)}, temos que f(z,y) = 2 due é
Ty

uma funcao racional cujo denominador nao se anula neste conjunto. Desta forma,
pelo Teorema 4.3.3, temos que f é continua para todo (z,y) € R*\{(0,0)}. Vamos

2

. , , . . . xry
agora analisar se f é continua na origem. Como  lim r,y)= lim ———
& ! s (z,y)—(0,0) fz.y) (,9)—(0,0) 22 4 4

nao parece se encaixar em nenhum dos teoremas vistos anteriormente, vamos partir
2

. xy

para tentar mostrar que  lim 1
(z,9)—(0,0) T° + Y

caminhos de aproximacao diferentes e mostrar que ao longo destes caminhos os limites

nao sao iguais. Considere portanto a curva C parametrizada pela fungao 4 (t) = (¢, 0),

t > 0 e a curva Cy parametrizada pela fungao y»(t) = (¢?,¢), t > 0 (inspirada nas

curvas de nivel estudadas no Exemplo 3.5.1f). Desta forma, calculando separadamente
2

nao existe. Para isto, vamos escolher dois

lim ——— ao longo das curvas C; e (5, temos que
(29)~(00) 22 + y* s e E

2
im  —Y — lm f(() = lim 2 — Tim 0 =0,

@un—00 x2+yt -0t t—>0+ 12 t—0+
ao longo de Cy

2 4 4
. Ty . . t .t .11
lim —— = lim t = lim —— = lim — = lim - = —.
@un—00 2+ Yyt o0t f((t)) t—>0+ At ot 2t 1m0t 2 2
ao longo de Ca

Desta forma, como os limites ao longo de dois caminhos diferentes sao distintos, temos
2

que ( l)méo 0 m nao existe. Portanto, f nao é continua em (0,0), uma vez que
'1:7y *) b
2
. ) Ty
lim r,y)= lim ——— =A.
(z,9)—(0,0) f( y) (z,y)—(0,0) 2 + y* A
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Concluimos assim que f é continua apenas em R*\{(0,0)}. Abaixo temos um esbogo
2
x
da gréfico da fungao f(z,y) = % sob diferentes angulos, para evidenciar os ca-
re Ty

minhos de aproximacgao C e Cs.

M‘\HHH

T
| |
[11]]] ]

Wi
T
T

Observagao 4.3.1: No exemplo acima (Exemplo 4.3.14) observe que ao longo de
2
x
qualquer reta que contém a origem, temos que  lim %
(z,9)—=(0,0) 7 + Y
C,, a curva dadas na forma paramétrica por 7,,(t) = (t,mt), t € R. Neste caso, temos
que

= 0. De fato, considere

2 2,43
. Ty . . m-t

<lx,y>1%,% g S Om(®) =l
ao longo de U

, m2t
=lim ———= =
t—0 1 + m?2t?
Mais uma vez, esta observacao sobre este exemplo reforca o fato de que nao basta
termos a informagao de que ao longo de infinitos caminhos de aproximacao do ponto
Xp o limite existe e vale [ para concluir que o limite da fun¢ao, quando X tende a X,
existe e vale [. Basta que exista um tunico caminho de aproximacao do ponto X, ao
longo do qual o limite nao existe ou nao vale [, para que o limite da funcao quando X
tende a X, nao exista.

4.4 Exercicios

Exercicio 4.4.1: Determine se a fungao abaixo é continua

.TZ

flxy) = Va* + 37 :
0; (z,y) = (0,0)
22
Solugao: Observe que se (x,y) € R*\{(0,0)}, temos que f(z,y) = — =, que ¢
e +y

o quociente das fungoes p(z,y) = 2% e q(z,y) = /22 + 3% A fungdo p é trivialmente
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continua em todo o plano, pois é uma fungao polinomial (Teorema 4.3.2) e a fungao
q é a composta da funcio fi(t) = v/1, que é uma funcio continua em seu dominio
(Dom(f1) = [0,00)), com a funcao ¢(z,y) = x> + y?, que é também trivialmente
continua em todo o plano, pois é uma fungao polinomial (Teorema 4.3.2). Como ¢
nao se anula em R?\{(0,0)}, temos pelo Teorema 4.3.1b que f é continua para todo
(z,y) € R2\{(0,0)}, pois é o quociente de duas fungoes continuas, onde a funciao do
denominador nao se anula. Vamos agora analisar se f é continua na origem. Observe

A

que a fungao go(z,y) = ¢ limitada, uma vez que

N L 2 - 4y
e I e R V4 o o R i AN i o
Além disso, a fungdo fo(x,y) = = é tal que lim  fo(zx,y)= lim x=0. Por-
(z,y)—(0,0) (z,9)—(0,0)

tanto, estamos diante do limite do produto de duas fungoes que satisfazem as condicoes
do Teorema do Anulamento. Sendo assim, segue que

2 ZL‘2

lim ——— =  lim y.——— = 0= f(0,0).

(@y)—=(0,0) /22 + 12 (0)200) " Va2 +y?

Concluimos assim que f também é continua na origem, sendo portanto continua em
todo R2.



